
! "#$"%&' (" ) "*"+) # "+,&$) ' - &.

! "#$%&12
' ( ) *+, -- . ( +, " / "( "0, . 1"( "0, , 2( "3#, 0

4"( 5"6 ! ", +%/ , 0%- 7)8%- "0

! . " . # $%&' ( ) * +$, - . -' / +- . ( 0( +( ) . . 1 ( +( ) . . 2+( 34. ) 20 $5+( 67 2022 8. 1 / 56



2-3-4 / 0$0. 12.
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2-3-4 ! "#"$%&

AVL-! "#"$%& ' #"( #) *+) , *-#. ( - . #) ! )++/ 0.
12 +"3+%4%' %#-, - ! $" $"5 6:

! ! "#$%&' " ( ) * +, - " . #$, ) ;
! ' / , 01, 2%3, +-4 5, +- , ( ' ' , 6 0"$" ' +%! , ) 7%.

7) ( 3/ . 8 " $/ , *+696, $ : 6+)#+/ 0 ! "#"$; , 0 ' #60%! 6-*, <"3--%8"#-$%$) - ; .

= B-! "#"$; , 0 $/ *%-) $*"0 ' %! ! "#"$; "$ %! 6+) (%$) , +%' #%>"! . #/
$*- )$( 6/ . ! ) 9"+6, -#. ! %23( 6 6 B-! "#"$; , : %9; ? " #) **<6- )+/ +) $+"? +@@
' )3, - ; .

A)$)B-" %: C"! 6+63 ! $%6<+/ " 6 B-! "#"$; , $ 2-3-4 ! "#"$; , 0.
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2-3-4 ! "#"$%&

DeÞnition (2-3-4 ! "#"$%)
2-3-4 ! " #" $%&%' ( ) * & ! "#"$%' %6*( ) , (%-%#%" 96: %' . *-%, 96: %$ (%-%#%3
*%! "#8 ) - *, . D9/ -#20 -6' %$ & 2-. D9/ , 3-. D9/ 6 4-. D9/ . 2-. D9/ *%! "#8 ) - %! 6+
( 9@< k1 6 ! $" **/ 9( 6 +) E9"3"+- / k < k1 6 E9"3"+- / k ! k1. 3-. D9/ *%! "#8 ) - ! $)
( 9@<) k1 6 k2, k1 < k2. 6 -#6 **/ 9( 6. F"#$) , **/ 9( ) & +) E9"3"+- / k < k1.
=-%#) , & +) E9"3"+- / k1 " k < k2 6 -#"- ; , & +) E9"3"+- / * k ! k2. 4-. D9/ &
*%! "#8 ) -, *%%-$"-*-$"++%, -#6 ( 9@<) k1 < k2 < k3 6 <"- / #" **/ 9( 6.

DeÞnition
G: )9)+*6#%$)++%" 2-3-4 ! " #" $%& 2-3-4 ! "#"$%' %6*( ) , $ (%-%#%3 $*" ' . *- / "
+)0%! , - *, +) %! +%B $/ *%-".
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7|10

1|4

16

23|35|47

8 12|14 19 28 38|45 52

0 3 5 6 9 11 13 15 17 21 25 29 33 40 46 48 56
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' ( ) *+ $ 2-3-4 ! "#"$"

1. F%6*( +)<6+) "- *, $ (%#+".

2. 1*96 ( 9@< #)$"+ 0%-, : / %! +%3. ( 9@<. $ . D9" & $%D$#)5 ) "3 . D"9.

3. F#6 $/ ' %9+"+66 +. 8 +%4%. *9%$6, $ . D9" & #"( . #*6$+%$/ D/ $) "3 *": , ! 9,
+. 8 +%4%' %! . D9) .
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, *- . $+. $ 2-3-4 ! "#"$(

79) **6<"*( ) , $*- )$( ) $ BST-! "#"$%(' %6*( 6 $*- )$( ) $ - "#36+)9; +/ B . D"9)
' 9%0) & ! "#"$%-"#, "- : ) 9)+*.

H%E-%& 2-3-4 ! "#"$%6 : )9)+* 3%8 +%*%: 9@*-6.

1*96 . D"9 ! 9, $*- )$( 6 & 2-. D"9, -%' #"$#)5 ) "3 "4%$ 3-. D"9.

1*96 . D"9 ! 9, $*- )$( 6 & 3-. D"9, -%' #"$#)5 ) "3 "4%$ 4-. D"9.

=*- )$( ) $ 4-. D"9 -#": . "- #)D: 6"+6, . D9) +) ! $) 2-. D9) .

1*96 $ #%! 6-"9; *(%3 . D9" "*- ; 3"*-%(E-%2- 696 3-. D"9), -%%' "#)>6,
. *' "? +) .

I <-%! "9) - ; , "*96 #%! 6-"9; & 4-. D"9?

J ' , - ; #)D: 6- ; "4%6 ' "#"! ) - ; $$"#0?

H. 8 +%%: "*' "<6- ; , <-%: / ' #6 *' . *( " $+6D4-. D9/ +" 3%496 : / : / - ; (%+>%3
' %6*( ) .
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, *- . $+. $ 2-/ 0"1

=*- )$9, "3 ( 9@< 10 $ 2-. D"9.

7

16

23 7|10

16

23
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, *- . $+. $ 3-/ 0"1

=*- )$9, "3 ( 9@< 17 $ 3-. D"9.

7|10

16

23 4|7|10

16

23
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, *- . $+. $ 4-/ 0"1

=*- )$9, "3 ( 9@< 12 $ 4-. D"9. K)D: 6$) "3 4-. D"9 +) ! $) 2-. D9) (4) 6 (10). =*- )$9, "3
*#"! +6B . D"9 (7) $ #%! 6-"9; *( 6B 2-. D"9. F%$-%#, "3 $*- )$( . (12) . 8 " $ 2-. D"9.

4|7|10

16

23 4

7|16

2310 4

7|16

2310|12
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23"*4"5"6) " ( -*/ -*-$) &4-/ 01($ $ 7"*-" $*-. $+) .

H) : 9@! "+6": ' #6 ' "#"3"5 "+66 ( 9@<"B 3%8 +%' "#"3"5 ) - ; 6 **/ 9( 6.
=)#6)+- / ' %, $9"+6, 4-. D9) ' #6 $*- )$( ":

1. 2-. #/ $ + 2, &/ ! ' %3 4-. #$, 3. 8"#0%) " / 3 4-. #/ $ ' " 2) " 2-. #$" . 8, 2%- / $( 2/ $" / 3
3-. #$, 3.
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23"*4"5"6) " ( -*/ -*-$) &4-/ 01($ $ 7"*-" $*-. $+) .

=)#6)+- / ' %, $9"+6, 4-. D9) ' #6 $*- )$( ":
2. 3-. #/ $ + 2, &/ ! ' %3 4-. #$, 3. 8"#0%) " / 3 4-. #/ $ ' " 2) " 2-. #$" . 8, 2%- / $( 2/ $" / 3

4-. #$, 3 + , 2' , 6 ' , ) , 6 ++* $7, 6.
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8$"1) 5"6) " $9*( -9 ! "#"$.

7%#"+; 3%8"- %-( )D) - ; *, 4-. D9%3.

K)D: 6$) "3 "4%+) 4#. ' ' . 6D-#20 2-. D9%$.

L-%& "! 6+*-$"++/ B *9. <)B, (%4! ) . $"96<6$) "- *, $/ *%-) ! "#"$) .
J ! +%$#"3"++%! 9, $*"0 . D9%$.
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: ! ". 1%6( " ! "#"$(?

A)++%" ! "#"$%) : *%9@-+%*: )9)+*6#%$)++%.

J ' "#)>66 $*- )$( 6 . $"96<6$)@- $/ *%- . ! "#"$) , -#": . , $ #"! (%$*-#"<)@5 "3*,
0. ! ? "3 *9. <) " logN ' #"%: #)D%$)+6B.

L3' 6#6<"*( 6" 6**9"! %$)+6, ' %()D)96, <-%(%96<"*-$%#)D: 6"+6B : 96D(%(
O(1).

G)3/ B : %9; ? %B +"! %*- ) -%( & +. 8 +%#) : %-) - ; * -#"3, -6' ) 36 . D9%$.

F%3"+, "3 ' #"! *- ) $9"+6" +) ' #6$/ <+%" & 2-! "#"$; , .
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' #"( 3#. 0($. 6) " 2-3-4 ! "#"$. $ 2-! "#"$(

F%' #%: . "3 ' #"! *- ) $9, - ; 2-3-4 ! "#"$; , $ $6! " *- )+! )#-+/ 0 BST-! "#"$; "$, *
+"(%-%#/ 3 ! %: )$9"+6"3.

7)8 ! / B 3- 6 4-. D"9 : . ! "- +"( 63 : 9%(%3 (M6(*6#%$)++/ 3 ( . *(%3) 2-. D9%$.

4-. D"9 63""- M6(*6#%$)++. @M%#3..

3-. D"9 63""- ! $) $)#6)+- ) .

G$, D6, >"3"+-6#. @5 6" 3- 6 4- . D9/ ' %3"-63 ( #) *+/ 3 >$"-%3.

J *- )9; +/ " *$, D6 & <2#+/ 3 >$"-%3.

N$"- . D9) %' #"! "9, "3 ' %>$"- . ' #6? "! ? "B *$, D6.
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; -#/ +-/ #. 4-/ 01.
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; -#/ +-/ #. 3-/ 01.
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3$"4*&-56$*70 / 0$0. 12
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7#) *+%-<2#+/ " ! "#"$; , (RB) & ' #"! *- ) $9"+6" $ $6! " 2-! "#"$; "$ 2-3-4
! "#"$; "$.

=*" *%%: #)8 "+6, %2-3-4 ! "#"$; , 0 *' #)$"! 96$/ ! 9, RB.

G-#%6-"9; +/ " : 9%( 6 RB-! "#"$) & 3-. D9/ 6 4-. D9/ 2-3-4 ! "#"$) .

RB-! "#"$; , *%<"- )@- ' #%*-%- . ' %6*( ) BST-! "#"$) c %-+%*6-"9; +%B ' #%*-%-%B
$*- )$( 6 6 : )9)+*6#%$( 6 2-3-4 ! "#"$) .

O) -#) - / +) %#4)+6D)>6@+"$"96( 6: 1 : 6- +) >$"- 6 ' %9" #%! 6-"9, .

J *+%$+) , ' #%$"#( ) : "*96 %: ) #": 2+( ) ( #) *+/ ", -%. D"9 & <) *- ; 4-. D9) .

J *+%$+/ " %' "#)>66 3%8 +%' #%6D$%! 6- ; 3)9/ 36 ' %$%#%-)36 6
' "#"( #)? 6$)+6"3.
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: (3> "" (4#"! "1"6) " ) *$(?*-$.

7#) *+%-<2#+%" ! "#"$%E-%*: )9)+*6#%$)++%" : 6+)#+%" ! "#"$%' %6*( ) .

1. ="#? 6+/ #)D! "9"+/ +) ) #* ( +, " 6 - . #+, " .

2. 7)8 ! ) , $"#? 6+) 63""- . ( )D) - "96 left, right, parent.

3. 7)8 ! ) , - "#36+)9; +) , $"#? 6+) (96*- ) & <2#+) , .

4. 1*96 $"#? 6+) & ( #) *+) , , -%"2 ! "-6 & <2#+/ ".

5. =*" ' . -6 %- (%#+, root ( 96*- ; , 3 *%! "#8 ) - %! 6+) (%$%" <6*9%<2#+/ 0 $"#? 6+.
L-%<6*9%+)D/ $) "- *, - . #+%/ $, ( %0%/ ! " #" $* , black height , bh(root)
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&

6

4

2

1

nil nil

3

nil nil

5

nil nil

11

8 13

7 10

nil nil 9

nil nil

nil

nil

nil nil

12
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&
Theorem
! " #$%&-' ( " %&) * ) " )+& $ N +%, - " )%%. / . 0. $-12/ . . / ) ) - +3$&- , %) 4&0)) log2 (N + 1)

&%' ( )( *"+, -*$%.
! " # " $%&' ( ) * +, - . # ) / %0&. , . ) - . - 1" 2 .

! 03. 4 (5, * &0 |Tx | > = 2bh(x ) .

6 . 7. $- 8139$$: : 1%&' ) ( , ; $- . x #) " #(&%# " $%&05. <0=8. bh(x) = 0 $ |T(x)| = 0 < 2bh(x )

: 1%&' ) ( , ; $- . x - ( #) " #(&%# " $%&05 $ bh(x) = k. <0=8. 8" # 0>0$? @0&0530) bh(l) ! k ! 1,
bh(r ) ! k ! 1, &. 3. 3, . %- / A >18(&$5(&' ) / %0&1 k, * +, - / A B k ! 1.

: 0 @, (8@0" 04 (- $2 $- 8139$$ |Tl |, |Tr | > = 2k! 1 " |Tk | = |Tl | + |Tr | > = 2k ! 1

: 0 %) 0A%&) 1 (4) - ( 5( - ( ( @0" 0) $- / 17" 0) %0%&. ) " #2 &* +, - / ( ) ( , ; $- / .

bh(t) ! H / 2

N ! 2H / 2 ! 1
H " 2 álog2 N + 1
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: -"@6) 5"*+) " ! "- . 1)

P! %: +%6*' %9; D%$) - ; +" NULL 6 +" nul l pt r , ) ! 9, ( ) 8 ! %4%! "#"$) 63"- ; *$%B
<2#+/ B . D"9 ni l .

K)D: 6$) "3 *-#. ( - . #. ! )++/ 0 +) ! $" <) *-6: 6+-"#M"B*+. @6 #")96D)>6%++. @.

F#6 %: / <+%B $*- )$( " *$%B*-$) ( #) *+%-<2#+%*-6 3%4. - +)#. ? ) - ; *, .

A9, 6D3"+"+6, ( #) *+%-<2#+%*-6 ' #63"+, "- *, (%##"( -6#%$() >$"-+%*-6 &
Þxup.

Þxup *$%! 6- *-#. ( - . #. ! "#"$) ( (%3: 6+)>66 2-. D9%$, 3-. D9%$ 6 4-. D9%$.

=*' %3+63: ' #6 $*- )$( " +"%: 0%! 63%%: "*' "<6- ; %-*. - *-$6" 4-. D9) $ 3"*- "
$*- )$( 6.

=*" %' "#)>66 * 2-3-4 . D9)36 3%8 +%' #%$%! 6- ; %: / <+/ 36 ' %$%#%-)36.

7#) *+/ " $"#? 6+/ %' #"! "9, @- ( #) *+/ " >"3"+-6#. @5 6" *$, D6 $ 2-3-4 ! "#"$".

! . " . # $%&' ( ) * +$, - . -' / +- . ( 0( +( ) . . 1 ( +( ) . . 2+( 34. ) 20 $5+( 67 2022 8. 23 / 56



<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: *-#/ +-/ #9 ! . 669@

t ypedef i nt T;

enum col or _e {
RED, BLACK

} ;
t ypedef st r uct r bnode_s {

st r uct r bnode_s * l ef t , * r i ght , *par ent ;
enum col or _e col or ;
T key;

} r bnode;

t ypedef st r uct r bt r ee_s {
r bnode * r oot ;
r bnode *ni l ;

} r bt r ee;
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' ( ) *+ $ RBT

F%6*( $ RBT +6<"3 +" %-96<) "- *, %- ' %6*( ) $ 9@: %3 BST.
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' ( $(#( -9 $ RBT

Q3"@- *9"! . @5 6" %-96<6, %- ' %$%#%-%$ $ BST:
9+/ :2" %3/ / -+( ! , 2%- / $4. ; , ) , ! , - 2, $< / ' 7, ! ! / 7-%! , ) " -4 %! , 2%- / $( .
= -2/ $4' , %3/ / -+( 7, ! / ' 4 2/ ! / ) " . >+$%, 5/ ! "?%%#"2/ ) "@- 7, ! / ' 4, , ' 2, $< / '
0* -4 %#3/ ' A' .
; , +$/ ) ! "B/ ' %( ' / - ! / 0. / -+( ) , #) ! "B" -4 ' , ) * 6 7, ! / ' 4, +- ! . 7- . ! " 2/ ! / ) "
2, +-%< %3" %# , -2/ $4' , : , 7, ! ' ( %! , 2%- / $/ 6.
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, #. > "6) " / 01. $ RBT
st at i c voi d r ot at eRi ght ( r bt r ee * r , r bnode* head) {

r bnode *new_head = head- >l ef t ;
head- >l ef t = new_head- >r i ght ;
i f ( new_head- >r i ght ! = r - >ni l ) {

new_head- >r i ght - >par ent = head;
}
new_head- >par ent = head- >par ent ;
i f ( head- >par ent == r - >ni l ) {

r - >r oot = new_head;
} el se {

i f ( head == head- >par ent - >r i ght ) {
head- >par ent - >r i ght = new_head;

} el se {
head- >par ent - >l ef t = new_head;

}
}
new_head- >r i ght = head;
i f ( head ! = r - >ni l )

head- >par ent = new_head;
}
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: $*-. $+.
=)8 +%" D)3"<)+6": ' %*9" $*"0 %' "#)>6B (%#"+; ! %98"+ %*- )$) - ; *, <2#+/ 3.
K) **3%-#63 $)#6)+- / , (%4! ) #%! 6- "9; #": 2+( ) *9"$) %- ! "! . ? ( 6. A9, ' #)$%4%
*9. <) , $*2 *633"-#6<+%.
=*- )$9, "3 ' %<-6 ( ) ( $ %: / <+%" : 6+)#+%" ! "#"$%' %6*( ) .
A%0%! 63 ! %-"#36+)9; +%4%. D9) .
7#) *63 . D"9 $ ( #) *+/ B >$"-, ! "-6 & N I L, -. ". <2#+/ ".
A)9"" & $)#6)+- / :

1. C- , D / 2%' +- ) / ' ' * 6 E$/ 3/ ' -. F! "+%3 ) &A! ' * 6 ?) / -.

X

nil nil

2. 8, 2%- / $4 D &A! ' * 6. G' ) " ! %" ' - * ' / 5, 3/ ' ( $%+4.

X

nil nil

P
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: $*-. $+.

3. K%! 6-"9; & ( #) *+/ B. 7%996D6, . =%' #%*: ( #) *+/ B 96 ! , ! , ?

3.1 A, ! , & ( #) *+/ B. L-%' #%*-%.

X

nil nil

P

G

U
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: $*-. $+.

3. K%! 6-"9; & ( #) *+/ B. 7%996D6, . =%' #%*: ( #) *+/ B 96 ! , ! , ?

3.1 A, ! , & ( #) *+/ B. L-%' #%*-%. F"#"( #)? 6$) "3 #%! 6-"9, * ! , ! "B $ <2#+/ B
>$"- 6 ! "! . ? ( . $ ( #) *+/ B. F%! +63) "3*, ! %! "! . ? ( 6 6 ' %$-%#, "3 )94%#6-3.

X

nil nil

P

G

U

X

nil nil

P

G

U
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: $*-. $+.

3.2.1 A, ! , & <2#+/ B. F"#"( #) *(%B +" %-! "9) "? ; *, . F#6! 2-*, $#)5 ) - ; . R%8"-
*9. <6- ; *, 3)9/ B ' %$%#%-, "*96 X & 9"$/ B #": 2+%( .

X

nil nil

P

G

U
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: $*-. $+.

3.2.1 A, ! , & <2#+/ B. J ! +%B ' "#"( #) *(%B +" %-! "9) "? ; *, . F#6! 2-*, $#)5 ) - ; $
! "! . ? ( ". R%8"- *9. <6- ; *, 3)9/ B ' %$%#%-, "*96 X & 9"$/ B #": 2+%( . S) ( ( ) (
$ D%+" 6D3"+"+6, (%#"+; %*- )9*, <2#+/ 3 & %' "#)>6, D) (%+<"+) .

X

X

nil nil

P

G

U

nil nil

P

G

U
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: $*-. $+.

3.2.2 A, ! , $*2 "5 2 <2#+/ B, +%X & ' #)$/ B #": 2+%( .

X

nil nil

P

G

U
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: $*-. $+.

3.2.2 A, ! , $*2 "5 2 <2#+/ B, +%X & ' #)$/ B #": 2+%( . A%()8 "3, <-%' #)$/ B ' %$%#%-
$ ! "! . ? ( " +"$%D3%8"+. F. *- ; <2#+) , $/ *%-) %#646+)9; +%3 M#)43"+- " : / 9) t.
S%4! ) <2#+/ " $/ *%- / M#)43"+-%$ A, B , C #)$+/ t ! 1, ) D 6 E & t ! 2.
F%*9" $#)5 "+6, <2#+) , $/ *%-) +" ! %98 +) 6D3"+6- ; *, . S%4! ) P & <2#+) , , ) G
6 X & ( #) *+/ ", <-%' #%-6$%#"<6- *$%B*-$)3: +"- ! $. 0 ( #) *+/ 0 . D9%$ ' %! #, ! .

P

C

G

D E

U

B

A X

t

C D E

U

B

A

X

t

G

P

t-1 t-1

t-1 t-1

t-1 t-1

t-2 t-2

t-1

t-1 t-1 t-2 t-2

! . " . # $%&' ( ) * +$, - . -' / +- . ( 0( +( ) . . 1 ( +( ) . . 2+( 34. ) 20 $5+( 67 2022 8. 34 / 56



<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: $*-. $+.

3.2.2 F%E-%3., ( ) ( 6 $ AVL-! "#"$", +. 8 +%' #"! $)#6- "9; +%' %$"#+. - ; $9"$%$
#%! 6-"9", ) D) - "3 & $' #)$%$ ! "! . ? ( ".

P

C

G

D E

U

B

A X C

D E

UA B

X

P

G
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voi d r b_i nser t _f i xup( r bt r ee * r , r bnode *x) {
i f ( x == r - >r oot ) {

x- >col or = BLACK; r et ur n;
}
whi l e ( x- >par ent - >col or == RED) {

i f ( x- >par ent == x- >par ent - >par ent - >l ef t ) {
r bnode *uncl e = x- >par ent - >par ent - >r i ght ;
i f ( uncl e- >col or == RED) {

x- >par ent - >col or = BLACK;
uncl e- >col or = BLACK;
x- >par ent - >par ent - >col or = RED;
x = x- >par ent - >par ent ;

} el se {
i f ( x == x- >par ent - >r i ght ) {

x = x- >par ent ;
r ot at eLef t ( r , x) ;

}
x- >par ent - >col or = BLACK;
x- >par ent - >par ent - >col or = RED;
r ot at eRi ght ( r , x- >par ent - >par ent ) ;

}
} el se {
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: / ! . 1"6) "

H)<)9%. ! )9"+6, & ( 9) **6( ) .

PD"9 & 96*-%$%B. P()D) - "9; #%! 6- "9, +) +"4%*- )$63 $ N I L.

P . D9) %! 6+ #": 2+%( . F%! +63) "3 "4%+) 3"*-%. ! )92++%B.

P . D9) & ! $) #": 2+( ) . H)0%! 63 36+63)9; +/ B E9"3"+- $ ' #)$%3 ' %! ! "#"$". P
+"4%+"- ! $%60 ! "- "B, . ! ) 9, "3 "4%' "#"+"*, ( 9@< $ +)? . D"9.

! . " . # $%&' ( ) * +$, - . -' / +- . ( 0( +( ) . . 1 ( +( ) . . 2+( 34. ) 20 $5+( 67 2022 8. 37 / 56



<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: A) 06%4( *1" / ! . 1"6) &B C-. 4 1.
G)3. $"#? 6+. 3/ . ! ) 9696, . +"2 96: %+" : / 9%! "- "B, 96: %: / 9 #%$+%%! 6+
#": 2+%( , (%-%#%4%%: %D+)<63 X .

4. 1*96 3/ . ! ) 9, 96 ( #) *+. @$"#? 6+. 696 ' #6? 96 $ (%#"+; , -%$*2 . 8 " *! "9)+%.
5.1. X & <2#+/ B. H) * D)6+-"#"*%$)9 >$"- : #) - ) X . H)3 +. 8 +%*! "9) - ; "4%

<2#+/ 3 ! 9, *9"! . @5 "4%E-) ' ) . 1*96 %+ ( #) *+/ B & ' %$%#)<6$) "3 . D"9 %->)
$9"$%($#)5 "+6" * : #) -%3) 6 ' "#"( #)? 6$) "3 60: %->) $ <2#+/ B, : #) - ) $
( #) *+/ B. S"' "#; . X & <2#+/ B : #) - N 1, <-%+)3 6 +) ! %.

N2A B

X

P

B

N1

N2

A B

X

P

B

N1
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: A) 06%4( *1" / ! . 1"6) &B C-. 4 2.

5.2. O! "*; X & <2#+/ B, #%! 6-"9; ( #) *+/ B 6 : #) - <2#+/ B. G3%-#63 +)
' 9"3, ++6(%$.

5.2.1. 1*96 %: ) ' 9"3, ++6() <2#+/ ". A%*- ) -%<+%' "#"( #) *6- ; #%! 6- "9, $ <2#+/ B 6
: #) - ) $ ( #) *+/ B, ' "#"0%! 63 $ #%! 6-"9, 6 ' %$-%#, "3 )94%#6-3 * ' . +( - ) 4.

N2A B

X

P

B

N1 N2A B

X

P

B

N1
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: A) 06%4( *1" / ! . 1"6) &B C-. 4 3.

5.2.2. 1*96 ' #)$/ B ' 9"3, ++6( <2#+/ B, 9"$/ B & ( #) *+/ B. F"#"( #)? 6$) "3 : #) - ) $
( #) *+/ B >$"-, 9"$%4%' 9"3, ++6() $ <2#+/ B 6 ' %$"#+23 60. F"#"$/ <6*963
: #) - ) 6 ' "#"B! 23 ( ' %*9"! +"3. E- ) ' . .

N2A C

X

P

B

A B

X

P

B

D

N1

C N2D

N1

B
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&: A) 06%4( *1" / ! . 1"6) &B C-. 4 4.

5.2.2. 1*96 ' #)$/ B ' 9"3, ++6( ( #) *+/ B, -%( #) *63 : #) - ) $ >$"- #%! 6- "9, , ( #) *+%4%
' 9"3, ++6() $ <2#+/ B 6 $#)5 ) "3 #%! 6-"9, $9"$%. I $%- - "' "#; & $*2.

CA B

X

P

D

B

C

A B

B

EX

P

E

N2 D

N2
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<#. *6( -5=#69" ! "#"$%&vs D, E-! "#"$%&

RB-tree AVL-tree
G#"! +, , $/ *%-) ! %1.38H H
F%6*( / $*- )$( ) ! %1.38t t

F%$%#%-%$ ' #6 $*- )$( " ! %2 ! %1 : %9; ? %4%
F%$%#%-%$ ' #6 . ! ) 9"+66 ! %3 ! %logN
A%' %9+6-"9; +) , ' ) 3, - ; 1 : 6- + parent 1 *<2-<6(
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80$0. &&' $0#(&.
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F"#"$( ( -#"0+($

F. *- ; +)3 +) ! %#"? 6- ; D) ! )<6:

R+%4%( #) -+%" +)0%8 ! "+6" 3) ( *63)9; +%4%D+)<"+6, +) %-#"D()0 3) **6$) .

R+%4%( #) -+%" +)0%8 ! "+6" *. 33/ +) %-#"D(" 3) **6$) .

R / . 3""3 *%$"#? ) - ; E-6 ! "B*-$6, D) $#"3, O(N ), 4! " N = R ! L + 1. F#6

%' #"! "92++%B ' %! 4%-%$(" 60 3%8 +%*%$"#? ) - ; D) O(logN ).
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F"#"$( ( -#"0+($

F%' #%: . "3 $%*' %9; D%$) - ; *, : 6+)#+/ 36 ! "#"$; , 36.
A9, ' #63"#) $%D; 323 3) **6$ { 3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, 6} .

=%- ( ) ( $/ 49, ! 6- E-%- 3) **6$:

5 9 2 63 1 4 1
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F"#"$( ( -#"0+($

F%' )#+%*%"! 6+63 *%*"! +6" $"#? 6+/ , ' %3"*-6$ $ . D"9-#%! 6-"9; D+)<"+6"
M. +( >66 max( l ef t , r i ght ) .

5 9

9

2 6

6

3 1

3

4 1

4
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F"#"$( ( -#"0+($

F#%! "9) "3 E- . 8 " %' "#)>6@%- ' %9. <6$? 60*, . D9%$:

5 9

9

2 6

6

94

3 1

3

4 1

4
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F"#"$( ( -#"0+($

H) (%+">:

5 9

9

2 6

6

94

9

3 1

3

4 1

4

K%! 6-"9; ( ) 8 ! %4%. D9) +)D/ $) "- *, ! " #$%$&' ( ) $# ' *+"#.
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F"#"$( ( -#"0+($: 4#"! *- . $1"6) "

=%D3%8 +/ B $)#6)+- ' #"! *- ) $9"+6, & %: / <+%" : 6+)#+%" ! "#"$%* . ( )D) - "9, 36.

H) ( )8 ! / B . D"9 -#": . "- *, ! $) . ( )D) - "9, $+6D.

A9, . ! %: +%B #) : %- / -#": . "- *, 6+! 6( ) -%# T9"$/ B/ ' #)$/ B . D"9U 6 %! 6+
. ( )D) - "9; +) #%! 6-"9, .

R6+63. 3 4 E9"3"+- ) +) . D"9.

H%$"! ; E-%8" ' %9+%" : 6+)#+%" ! "#"$%? S%4! ) ' %<"3. +" 6*' %9; D%$) - ; : 6+)#+. @
( . <. ?
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F"#"$( ( -#"0+($: 3) 6. #6. &+/ 5.

V6+)#+) , ( . <) -#": . "- ' %9+%4%: 6+)#+%4%! "#"$) . 7%96<"*-$%E9"3"+-%$ ! %98 +%
: / - ; *- "' "+; @! $%B( 6.

5 9

9

2 6

6

94

9

3 1

3

4 1

4

5 ? ?66666 ? ? ? ? ?

5 ? ? ?

5 ?

5

9

W-%! %98 +%+)0%! 6- ; *, $ . D9)0, %-3"<"++/ 36 D+) ( )36 $%' #%*)?
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F"#"$( ( -#"0+($

=*" D+)<"+6, $ . D9)0 $/ <6*9, @-*, * ' %3%5 ; @M. +( >66

P = max(L, R).

W-%: / +" ' 9%! 6- ; *. 5 +%*-6, -%8" *)3%" ! %98 +%' #%6*0%! 6- ; * E9"3"+-%3 Õ?Õ.

S%"*- ; E9"3"+- Õ?Õ"*- ; ! " .

A9, M. +( >66 max <6*9%! " "*- ; %, - . &/ +0%1- 2+, #, %. .
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F"#"$( ( -#"0+($

5 9

9

2 6

6

94

9

3 1

3

4 1

4

5 -! -!66666 -! -! -! -! -!

5 -! -! -!

5 -!

5

9
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F"#"$( ( -#"0+($

Q! ", ! "#"$) %-#"D(%$ #) *' #%*-#)+, "- *, +) $*" - ) ( 6" M. +( >66, $ (%-%#/ 0:

A # B = B # A

A # (B # C) = (A # B) # C

$E : A # E = A

J ' "#)>6, H"B-#)9; +/ B E9"3"+-
max ! "
mi n + "
+ 0
* 1
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F"#"$( ( -#"0+($: . 1G(#) -79

5 (12) 9 (13)

9 (6)

2 (14) 6 (15)

6 (7)

9 (3)4 (2)

9 (1)

3 (8) 1 (9)

3 (4)

4 (10) 1 (11)

4 (5)

Create(size) : *%D! )2-*, ' %9+%" : 6+)#+%" ! "#"$%, 6+6>6)96D6#%$)++) ,
+"B-#)9; +/ 36 E9"3"+- )36. C = min(2k) : C ! size.

Insert / Replace( i, val) : body[ i +C] =val ; pr opagat e( i ) ;

! . " . # $%&' ( ) * +$, - . -' / +- . ( 0( +( ) . . 1 ( +( ) . . 2+( 34. ) 20 $5+( 67 2022 8. 54 / 56



F"#"$( ( -#"0+($: H/ 6+I ) &6. ( -#"0+"

5 (12) 9 (13)

9 (6)

2 (14) 6 (15)

6 (7)

9 (3)4 (2)

9 (1)

3 (8) 1 (9)

3 (4)

4 (10) 1 (11)

4 (5)

Func( left ,right ) :
! Res = E
! i f ( l ef t % 2 == 1) Res = Op( Res, body[ l ef t ++] )
! i f ( r i ght % 2 == 0) Res = Op( Res, body[ r i ght - ú- ] )
! i f ( r i ght > l ef t ) Res = Op( Res, Func( l ef t / 2, r i ght / 2) )
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F"#"$( ( -#"0+($

G9%8 +%*- ; %' "#)>6B:

S#": . "3) , ' ) 3, - ; : min = O(2N ) . . . max = O(4N ).

J ' "#)>6, Insert / Replace: O(logN ).

J ' "#)>6, Func +) 9@: %3 ' %! %-#"D(": O(logN ).
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